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AOP og andre renter

I dette tilleeg skal vi se pd nogle vigtige rentebegreber i finansverdenen og bankvasenet.
Begreberne har ikke altid veret anvendt lige konsekvent og nogle betegnelser gar pa et
tidspunkt af mode og bliver aflgst af andre. Jeg skal forsgge at definere nogle af dem efter
hvordan det overvejende ser ud i dag. Begrebet nominel rente udelades, da det benyttes
meget tvetydigt.

Pilydende rente

Vi har den pdlydende rente p.a., hvor sidstnavnte forkortelse star for pro anno og betyder
pr. ar. Begrebet er egentligt lidt fiktivt, for det tager ikke hensyn til, hvor mange rentetil-
skrivninger, der er pr. ar, dvs. den tager ikke hensyn til det, vi kalder renters rente. Hvis
der for eksempel tilskrives en rente pa 1% hver méaned, sé vil man sige, at den palydende
rente er 12% p.a.

Debitorrenten

Denne rente tager hensyn til renters rente. Lad os se pa eksemplet med en palydende rente
pa 12% p.a. med rentetilskrivning hver méned. Da vil man for at f& debitorrenten skulle
dividere den pélydende rente med 12 og derefter foretage folgende beregning:

n 12
V. .
(1) Vi = (1 + PW’J -1 = (1 + %) ~1=1,01"-1 = 0,1268

hvor N stér for, hvor mange terminer, der er pr. dr, her 12. r,; er den palydende rente pr.
ar, og r,,, er debitorrenten. Debitorrenten bliver altsd 12,68% og er mere retvisende end
den pédlydende rente pa 12%, fordi den tager hensyn til renters rente. Tidligere blev denne
rente ogsa betegnet den effektive rente, men det er man efterhdnden giet vaek fra nu.
Sidstnavnte bruges nu i en mere kompleks situation.

Effektiv rente

Den effektive rente betegner de samlede omkostninger ved et lan regnet i procent pr. ér.
Der tages hensyn til omkostninger, provisioner, eventuelle kurstab ligesom den athanger
af bdde den palydende rente og hvor ofte der tilskrives renter. Minder meget om AOP,
som vi senere omtaler. Sidstnavnte bruges dog isar 1 forbindelse med privates 1an.

Realrente

Realrenten r,,, ved en investering er den palydende rente 7, justeret for inflation:

1+7,, ) o
(2) el = P~ — 1 (Fishers ligning)
+i

hvor i er inflationsraten.
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AOP — Arlige Omkostninger i Procent

Begrebet AOP bruges primeert i forbindelse med privates 14n og er opstiet i et forseg pa
at gore lanebetingelser mere gennemskuelige og sammenlignelige. Hovedtanken er, at
AOP skal omfatte alle omkostninger ved lanet. Beregningen af AOP foregér gennem los-
ningen af folgende ligning med hensyn til X :

(3) > C+X)™ = > D(1+X)" (Grundligningen)

k=1 [=1

Ligningen kan umiddelbart forekomme lidt skremmende ved et forste gjesyn, men der er
en meget klar idé gemt i den. Kort fortalt udtrykker ligningen, at summen af alle de ud-
nyttede kreditmuligheder, tilbageskrevet til nutidsverdi, er lig med summen af alle tilba-
gebetalinger eller betalinger af omkostninger, tilbageskrevet til nutidsverdi. Den vaerdi
af X, som far ligningen til at passe, er linets AOP.

En hovedidé er, at det ikke er ligegyldigt, Avorndr man er i besiddelse af et pengebelob.
Normalt er det bedst at have pengene pa et tidligt tidspunkt, fordi penge normalt forrentes
med en positiv procent. For at kunne sammenligne belob modtaget som 1an pa visse tids-
punkter med ydelser og omkostninger indbetalt pd andre tidspunkter, m& man regne frem
eller tilbage til et fast tidspunkt. Man valger her at bruge starttidspunktet, som det tids-
punkt, hvor man vurderer pengebelobenes verdi i forhold til. Hvilket fast tidspunkt, man
veelger, viser sig at vaere ligegyldigt!

En anden problematik er terminslengden. Det er klart, at AOP handler om en termin pa
1 &r. Det er selve pointen, at den procentvise rente skal vaere overskuelig, og renten pa ét
ar foreckommer nem at overskue for de fleste. Mindre terminsleengder far blot lanet til at
fremsté billigere for mange brugere. Det betyder ogsé, at formlen (3) regnes i "enheder"
af 1 ar. I forhold til starttidspunktet # =0 skal tidspunkterne # og s; med andre ord vere
1 enheder af 1 ar. En maned efter start vil saledes vaere 1/12, et halvt ar 1/2, 1 ar 1, tre ar
3, etc. I den forbindelse er det vigtigt at fremheve, at man jo har folgende oversattelse
mellem fremskrivningsfaktoren F for henholdsvis 1 og n perioder:

() F =F'" < l+r,=(1+r)"

n

Gar man 1 periode frem 1 tid, ganger man altsd belabet med fremskrivningsfaktoren for
1 periode, hvilket er 1+ 7. Gir man derimod 1 periode tilbage i tid, dividerer man med
fremskrivningsfaktoren for 1 periode, hvilket er det samme som at gange med (1+7)".
Gar man 1 stedet n perioder frem 1 tid, sd ganger man med fremskrivningsfaktoren for n
perioder, hvilket er 1+, eller (1+#)". Gar man derimod » perioder tilbage i tid, divide-
rer man med fremskrivningsfaktoren for n perioder, hvilket er det samme som at gange

n

med (1+rn)’1 eller (1+7)™".
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Specielt betyder det, at hvis 1 periode er én maned og 12 perioder ét &r, sa fas:

5 F,=F,;

mdned

12 112
S 141, =(+7)” < 14700 =(1+1,)

m

Lad os se et konkret eksempel pd, hvordan man bestemmer AOP. Det er nok ikke sarligt
realistisk, men det illustrerer, hvad der er i spil.

Eksempel 1

Age Karl driver en privat lille ldnevirksomhed. En kunde tilbydes felgende ordning: Et
lan, hvor kunden straks far 10000 kr. pa lommen og et &r senere yderligere 10000 kr. Fra
ar 2 til ar 5 foregar afbetalingen af lanet: Hvert kvartal betales 3500 kr. Oveni er der hvert
ar et administrationsgebyr pa 1000 kr., startende i ar 0. Situationen er beskrevet pa figuren
nedenfor. De to bla sgjler over stregen reprasenterer det kunden modtager. De rade sgjler
reprasenterer de beleb, kunden skal betale 1 ydelse fra det 2. til det 5. ar. De gronne sgjler
er administrationsgebyr, som kunden ligeledes skal betale. Hvor stor er AOP?

2 3 4 5
> Tid (ar)

Losning:

Vi skal indsette 1 formel (3). Pa venstre side har vi de udnyttede kreditter, som er de to
gange 10000 kr. Den forste udbetaling er allerede ved start, dvs. £ =0, mens den anden
udbetaling skal tilbageskrives med 1 &r. I hele regnestykket regnes i "enheder" af ar.

10000 + 10000-(1+X)™"
= 1000 + 1000-(1+.X)"
+ (3500+1000)-(1+ X)) + 3500-(1+X) % + 3500-(1+X)>° + 3500-(1+X) ™"
+ (3500+1000)-(1+X)™ + 3500-(1+X)™** + 3500-(1+X)>° + 3500-(1+X)>"
+ (3500+1000)-(1+X)™* + 3500-(1+X)** + 3500-(1+X)™* + 3500-(1+X)™*"
+ (3500+1000)-(1+ X))

Pé hejre side af lighedstegnet haves indbetalinger af ydelser og omkostninger. Alle tilba-
geskrives til £ =0. Bruger man et CAS-varktej, vil man se, at losningen X til ligningen
er 0,4197. Altsa en AOP pa 42,0%. Ifolge en dansk lov fra 2019 m4 der ikke udbydes 1an
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med en AOP pa over 35%. Dermed er Age Karls udlansvirksomhed ulovlig. Loven siger
endda, at hvis man benytter markedsfering af kviklén, ma AOP hejst vaere pa 25%.

Vi skal nu se pa et par velkendte specialtilfelde: Renteformlen og formlen til beregning
af ydelser 1 annuitetslan (se fx [1]). Ikke overraskende er vardien for » heri den samme
som AOP — hvis 7 er den &rlige rente og n regnes i 4r, vel at maerke! Er det ikke tilfzldet,
kan man omregne renten r til en drlig rente r, ved hjelp af enten formel (4) eller formel
(5), og derefter vil man f4 vardien for AOP.

Seetning 2 (Renteformlen)

Et lan af sterrelsen K, optages, og n ar senere tilbagebetales lanet med belgbet K. Da
fis AOP som lesningen r til folgende ligning:

(6) K=K, (1+7)"

Bevis: 1 stil med eksempel 1, kan situationen illustreres saledes:

n-1 n

> Tid (ar)

Grundligningen (3) giver her: K, = K -(1+ X)™" . Ganger vi pa begge sider af lighedsteg-
net med (1+.X)" fas: K,-(1+X)" = K, som egentlig bare er renteformlen, hvor  er ud-
skiftet med X. Dermed er det enskede bevist.

Seetning 3 (Annuitetslan)

Et lan af sterrelsen G optages og tilbagebetales ved, at man efter hver afi alt » terminer
betaler en fast ydelse y. Renten 7 pr. termin kan bestemmes som lesningen til ligningen

r

(7) y = G'm

Lad N vare antallet af terminer pr. ir. Da kan AOP bestemmes ved:

8) doP =r, = (1+r)V -1
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Bevis: Vi skal ikke gd 1 detaljer med et bevis her, da det fylder lidt meget. Idéen er forst
at bevise (7) ved at tilbageskrive alle ydelserne til starttidspunktet, legge resultaterne
sammen og s&tte lig med G. Dernaest omskrives ligningen snedigt til den mere kompakte
formel (7). Sammenhangen mellem renten r pr. termin og den drlige rente ;. er ifolge
(4) i dette tilfelde: 1+7, =(1+7r)" < r, =(1+r)" -1.

1 2 3 .. n-1 n
> Tid (2
o | 1 | [ | e

Vi har samtidigt, at 1+ =(1+ raer)l/ 12 Det sidste skal bruges for at indse, at den ligning,
vi fik opstillet oprindelig ved at tilbageskrive svarer til den ligning, som Grundligningen
(3) giver os.

Eksempel 4 (Annuitetslén)

Familien Andersen optager et annuitetsldn pa 25000 kr. Lanet afbetales ved efter hver
maned at indbetale en ydelse pa 1200 kr. Efter 24 maneder er lanet indfriet. Der er ingen
gebyrer. Hvor stor er AOP?

Losning

Vi indsatter veerdierne for y, G og n i formel (7) og far:

r

1200 = 25000 ——— -
I-(1+r)

Ligningen loses med et CAS-vearktoj til » =0,011644 . Denne méanedlige rente indsattes
herefter i formel (8) for at f4 den &rlige rente:

r, = (1+0,011644)* =1 = 0,149 = 14,9%

Altsi en AOP pa 14,9%, som er en ikke for hoj rente.

Det er klart, at setning 2 og 3 kun kan benyttes ret begraenset i den virkelige verden. Ofte
vil der vaere forskellige stiftelsesgebyrer eller lobende administrationsomkostninger i spil.
I nogle tilfelde kan man dog alligevel benytte s@tning 3 ved at telle stiftelsesomkostnin-
ger med i vaerdien for G eller administrationsomkostningerne med i ydelsen, hvis forud-
seetningerne er derfor. Ellers md man ty til Grundligningen (3) for at bestemme AOP. Til
slut skal det lige nevnes, at det engelske sidestykke til begrebet AOP er ARP, som stir
for Annual Percentage Rate.
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Opgaver

Opgave 1 (Palydende rente og debitorrente)
Et 1an har en manedlig rente pa 1,4%.

a) Hvor stor er den pdlydende rente p.a.?
b) Hvor stor er debitorrenten?

Opgave 2 (Realrente)

Den palydende rente p.a. i en investeringsfond var et &r pd 12,7%. Inflationen var det
samme ar pa 2,6%.

a) Bestem investeringens realrente.

En regel siger, at hvis den pédlydende rente og inflationen er relativ sma, sé kan man be-
nytte folgende approksimation til realrenten: 7, =7,y —i.

b) Benyt formlen for den approksimerede vaerdi til realrenten. Hvor meget er den for-
skellig fra den rigtige vaerdi i dette tilfelde?

Opgave 3 (Manedlig rente til arlig rente vice versa)

For at afbetale et 14n betales en manedlig rente pa 1,09%.

a) Hvilken arlig rente i procent svarer det til?

Debitorrenten, dvs. den arlige rente regnet med renters rente, er for et 1an 23%.
b) Bestem lanets tilsvarende ménedlige rente.

Hjcelp: Benyt formlerne (4) og (5).

Opgave 4 (Renter i forskellige perioder)

Et 14n afbetales med en kvartalsrente pd 4,8%. Hvilken arlig rente i procent svarer det til?

Hjeelp: Benyt formlerne (4).

Opgave 5 (Renter i forskellige perioder)

Et 14n afbetales med en halvérlig rente pa 12,1%. Hvilken arlig rente svarer det til?

Opgave 6 (Renter i forskellige perioder)

Hvor meget svarer en arlig rente pa 31,0% til 1 kvartalsrente?
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Opgave 7 (AOP)

En ny laneudbyder tilbyder folgende lidt aparte 1dnebetingelser: Laner modtager fra star-
ten 10000 kr. og efter 1 ar yderligere 15000 kr. I de efterfolgende fire halvar afbetales
lanet med felgende ydelser: 5000 kr. efter 1,5 ar, 7000 kr. efter 2 ar, 9000 kr. efter 2,5 ar
og endelig 11000 kr. efter 3 ar. Stiftelsesomkostningerne for lanet er 1500 kr. ved start.

15 2 2.5 3
' | ‘ » Tid (ar)

Ovenstdende figur illustrerer lanets forleb.

a) Vis at lanets AOP er pa 19,1%. Hjeelp: Se teknikken i eksempel 1.

b) Hvad stiger ldnets AOP til, hvis de fire ydelser szttes op med hver 1000 kr. til hen-
holdsvis 6000 kr., 8000 kr., 10000 kr. og 12000 kr.? Loven af 2019 siger, at man ikke
mé markedsfore 14n med en AOP over 25%. Kan ldneudbyderen markedsfere 14net
med de nye betingelser?

Opgave 8 (AOP)

Kurt stér i akut mangel pa likviditet og gér til en laneudbyder. Her bliver han tilbudt et
lan pa 20000 kr. til felgende vilkér: Han far straks 20000 kr. pd lommen, pa nar 300 kr.,
som han straks skal betale i stiftelsesomkostninger. Hver af de efterfolgende méneder skal
han derefter betale en ydelse indtil &ret er gaet. Ydelsen er efter 1. maned 2900 kr., efter
2. maned 2700 kr., efter 3. maned 2500 kr., etc. For hver méned gér ydelsen ned med 200
kr. indtil sidste indbetaling pa 700 kr. 12 méneder senere.

a) Benyt Grundligningen (3) til at bestemme ldnets AOP.

1
0 I I I I I I | | | 1 T — Tid (ar)
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Opgave 9 (Renteformlen)

a) Etlan pa 37000 kr. optages og afbetales med én betaling pd 51000 kr. 5 ar senere.
Hvor stor er AOP?

b) Samme sporgsmal, hvis lebeperioden kun er 2,5 4r. NB! Bemark, at formlen sagtens
kan bruges, selv om der ikke er tale om et helt antal ar.

Opgave 10 (Annuitetslan)

Astrid skal bruge 5000 kr. for at kunne kebe et Sony TV. Hun tager et lan pa afbetaling,
hvor hun hver maned i1 48 maneder skal betale 150 kr. Indbetalingen starter en maned
efter lanet er optaget. Der er ingen gebyrer.

a) Hvor stor er AOP for det pdgzldende 14n. Angiv svaret med 1 decimals nejagtighed.
Hjcelp: Benyt se@tning 3.
b) Hvor meget kommer Astrid til at betale sammenlagt for TV'et?

Opgave 11 (Annuitetslan)

I et stort firma, som s&lger elektronikartikler, ensker Anton at kebe den dyreste mobil-
telefon til 8500 kr. Han vaelger at tage mod firmaets tilbud om en afbetalingsordning, hvor
han hver af de efterfolgende 24 maneder skal betale 400 kr.

a) Hvad er ldnets AOP?

Firmaet vaelger at &ndre betingelserne for lanet for nye kunder. Nu skal man udover ydel-
serne ogsé betale et administrationsgebyr pé 25 kr. hver gang der betales en ydelse.

b) Hvor meget stiger AOP til? Hjelp. Du kan stadig bruge formel 3. Hvordan?

Senere vaelger firmaet endnu en gang at @ndre lanebetingelserne. I stedet for et manedligt
gebyr, skal man nu betale et halvarligt administrationsgebyr pa 200 kr., startende et halvt
ar efter 1dnet optages og sluttende pa det tidspunkt, hvor lénet er tilbagebetalt.

¢) Hvad er AOP nu for lanet. Hjeelp: Her kan satning 3 ikke langere bruges. Du mé ty
til Grundligningen (3).

Opgave 12 (Kvikléan)

Seg pé Internettet efter kvikldn. Undersog betingelserne og bestem AOP for ldnet. Holder
lanet den nye lov fra 2019 om, at AOP hejst mé veere pa 35%, og hvis lanet markedfores
endda hejst mé vaere pa 25%"7?

Opgave 13 (Excel-funktioner)

Excel har en masse indbyggede finansfunktioner. En af dem er RENTE, med hvilken man
kan bestemme renten i et annuitetsldn. Funktionen er abstrakt set pd folgende form:
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RENTE (nper;ydelse;nv; [fv]; [type]; [get])

Her er betydningerne folgende. Bemaerk, at det i firkantede parentes er frivilligt.

nper Antal ydelsesperioder, dvs. antal terminer.

ydelse Ydelsen hver termin.

nv Den nuvarende verdi, i praksis minus Hovedstolen.

[fVv] Restbelobet efter lanets lobetid. Normalt vil det veere 0, hvis lanet er betalt

ud. Det er ogsé defaultvaerdien for sterrelsen.

[type] Falder ydelsen ved periodens afslutning er vardien 0. Hvis ydelsen falder
ved periodens begyndelse, er vardien 1. Default er 0.

[get] Nogle gange kan det vaere nedvendigt med et gat pa rentesatsens storrelse.
Det skyldes, at der skal lgses en ligning. Men altsa frivilligt.

NB! Husk et lighedstegn foran, nar formlen skrives i et felt!

I tilfeeldet nedenfor har vi oplyst geldens sterrelse (Hovedstolen), ydelsen pr. termin og
antal terminer. Dermed kan terminsrenten beregnes i felt D2 nedenfor via formlen:

=RENTE (48;445;-15000)

Resultatet vises i feltet D2. Det kan eventuelt vere nedvendigt at fa vist flere cifre 1 feltet
via redskabet Forag decimal 1 verktejslinjen. Det oplyses, at en periode eller en termin i
det konkrete tilfzlde er en maned. For at fi den arlige rente, altsd AOP, kan man i feltet
E2 derfor skrive folgende formel (overvej?):

=(1+RENTE (48;445;-15000))"12-1

Alt i alt far vi felgende i Excel dokumentet:

Hovedstol Ydelse Antal terminer | Terminsrente Arlig rente
15000 445 48 1,55% 20,22%

Prov det selv af med de aktuelle vaerdier og eksperimentér selv videre med mulighederne.
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